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　1. はじめに

近年，益々形態が複雑化する建築構造物に対して，構

造物の実挙動を正確に把握するためには，大規模な解析

モデルを作成する必要があり，数値解析に膨大な計算負

荷を伴うこととなる．解析モデルが大規模化すること

による数値解析時間の肥大化は設計過程のトライアル・

アンド・エラーの機会を奪ってしまうことにつながるた

め，従来の方法に代わる高速な数値計算アルゴリズムの

構築が望まれている．

近年，数学の世界において，大規模な最適化問題を解

く効果的な解法として，適応再スタート付き加速付き勾

配法 (以下，加速勾配法) が注目を集めている．同法は，

例えばビッグデータに対する機械学習などに実用化され

ており 1) ，建築構造分野への拡張も可能と考えられる．

既往の研究では，トラス構造物の材料非線形解析や，平

面骨組の幾何学的非線形解析に対して，剛性方程式を解

く代わりに全ポテンシャルエネルギー最小化問題を加速

勾配法を用いて解く数値実験が行われ，一定の有効性が

示されている 2–5) ．

本報告では，加速勾配法を含む複数の勾配法につい

て，各最適化ステップにおけるステップ幅の設定方法を

様々に変更し，計算効率の比較を行う．扱う問題は 3次

元骨組構造物の弾性解析とし，様々な規模の解析モデル

に対して全ポテンシャルエネルギー最小化問題を解き，

アルゴリズムの違いによる収束性の違いを考察する．

2. 弾性解析と全ポテンシャルエネルギー最小化

外力ベクトルを p，線形弾性剛性行列をK とし，節点

変位ベクトル xを求めることを考える．式 (1),式 (2)は

それぞれ剛性方程式，ポテンシャルエネルギー最小化の

式を表す．

Kx = p (1)

minimize
x

f(x) =
1

2
x⊤Kx− p⊤x (2)

式 (1) を解くことと式 (2) を解くことは等価である．

本報告では，式 (2)を様々なアルゴリズムで解く数値実

験を行う．

3. 勾配法

本報告では，様々な規模の解析モデルに対して最急降

下法，共役勾配法，加速勾配法の３つの勾配法を式 (2)

に適用し，収束性能の比較を行う．

3.1. 最急降下法

最急降下法は，関数の勾配が最も急な方向に探索の方

向をとりながら最小点にたどり着く方法である．単純で

計算量が少ない方法だが，関数の非線形性が強い場合に

は最適解への収束性能が悪化しやすい．最急降下法のア

ルゴリズムを以下に示す.

Step 0 k = 0とし，初期ベクトル x(k),初期探索ベクト

ル d(k) = −∇f(x(k))，収束判定値 εを選ぶ．

Step 1 ステップ幅 α(k) を定める.

Step 2 x(k+1) = x(k) + α(k)d(k) とする.

Step 3
∥∥x(k+1) − x(k)

∥∥ ≤ εとなれば解析終了．

Step 4 d(k+1) = −∇f(x(k+1))とする．

Step 5 k = k + 1として Step 1へ戻る．

収束判定の方法は複数あるが，本報告では最も簡便な方

法として，設計変数の変化量 (前ステップとの設計変数

ベクトルの差のノルム) が十分に微小となった段階で解

析を終了とした．以降に説明する他のアルゴリズムでも

同様の方法としている．
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3.2. 共役勾配法

探索方向をお互いに共役方向に取ることで探索の効率

化をはかる手法である. 共役勾配法も目的関数の勾配ベ

クトルを利用する非線形最適化問題の解法の 1 つであ

る. 共役方向の取り方には複数の方法があるが，本研究

ではフレッチャー・リーブスの式 6) を用いた．共役勾配

法のアルゴリズムを以下に示す.

Step 0 k = 0 とし，初期ベクトル x(k)，初期探索ベク

トル d(k) = −∇f(x(k))，収束判定値 εを選ぶ．

Step 1 ステップ幅 α(k) を定める.

Step 2 x(k+1) = x(k) + α(k)d(k) とする.

Step 3
∥∥x(k+1) − x(k)

∥∥ ≤ εとなれば解析終了．

Step 4 d(k+1)=−∇f(x(k+1)) + ∇f(x(k+1))∇f(x(k+1))

∇f(x(k))∇f(x(k))
d(k)

とする．

Step 5 k = k + 1として Step 1へ戻る．

3.3. 加速勾配法

加速勾配法は，最急降下法の欠点である解の収束速度

を大幅に改善し，大規模問題を解く効果的な手法として

注目を集めている手法である．Nesterovの提案した加速

スキーム 7) が広く知られているが，この方法は探索方向

が目的関数の降下方向とは限らず，目的関数値が常に減

少するとは限らないという欠点がある．これに対し，探

索方向が目的関数の増加方向に転じた際，加速の際に用

いるパラメーターを初期値に戻すことにより，目的関数

値を単調に減少させる方法が適応再スタート付き加速勾

配法として O′Donoghue and Candèsにより提案されてお

り 8) ，本報告では同法のことを加速勾配法と位置付けて

いる．加速勾配法のアルゴリズムを以下に示す．

Step 0 k = 0 とし，初期ベクトル x(k)，初期探索ベク

トル d(k) = −∇f(x(k))，収束判定値 ε を選ぶ．

y(k) = x(k)，τ (k) = 1とおく．

Step 1 ステップ幅 α(k) を定める.

Step 2 x(k+1) = y(k) + α(k)d(k) とする.

Step 3
∥∥x(k+1) − x(k)

∥∥ ≤ εとなれば解析終了．

Step 4 ∇f(y(k))⊤(x(k+1) − x(k)) ≤ 0ならば

τ (k+1) =
1

2

(
1 +

√
1 +

(
2τ (k)

)2)
y(k+1) = x(k) +

τ (k) − 1

τ (k+1)
(x(k+1) − x(k))

と更新し，そうでなければ

τ (k+1) = 1，y(k+1) = x(k+1)

と更新する．

Step 5 k = k + 1として Step 1へ戻る．

　4. ステップ幅の設定

勾配法の収束性能は，ステップ幅の設定方法に大きく

依存する．ステップ幅の設定は, 各計算ステップごとに

ラインサーチを行い逐次設定する方法と，最適化計算の

全ステップで同じ値を用いる方法とがある．本報告で

は，前者として黄金分割法及び armijo基準によるバック

トラック法と，後者として Gershgorinの定理を応用した

方法を採用し，各手法の収束性能の比較を行う．

4.1. 黄金分割法

黄金分割法は古典的なラインサーチの方法のひとつ

で，極値が存在するとわかっている範囲を逐次的に狭め

ていき探索方向に目的関数を最も減少させるステップ幅

を厳密に求める手法である．黄金分割法のアルゴリズム

を以下に示す．

Step 0 k ステップ目における設計変数ベクトル x(k)，

探索ベクトル d(k) を既知量とする．i = 0，η =
1 +

√
5

2
，とし，初期探索範囲 l(i)～u(i) 及び収束

判定値 εを選ぶ．

Step 1 u(i) − l(i) ≤ ε となれば解析終了．α(k) =
u(i) − l(i)

2
とする．

Step 2 α
(i)
1 =

l(i) · η + u(i)

1 + η
，α

(i)
2 =

l(i) + u(i) · η
1 + η

と

する．

Step 3 f(x(k) +α
(i)
1 ·d(k)) ≥ f(x(k) +α

(i)
2 ·d(k))なら

ば

l(i+1) = α
(i)
1 ，u(i+1) = u(i) と更新し，そうでな

ければ

l(i+1) = l(i)，u(i+1) = α
(i)
2 と更新する．

Step 4 i = i+ 1として Step 1へ戻る．

4.2. armijo基準によるバックトラック法

armijo 基準によるバックトラック法はラインサーチ

の方法のひとつで，armijo基準を満足する範囲でステッ

プ幅をなるべく大きく取り，探索方向に目的関数を最

も減少させるステップ幅を近似的に求める手法である．

armijo基準によるバックトラック法のアルゴリズムを以

下に示す．

Step 0 kステップ目における設計変数ベクトルx(k)，探

索ベクトル d(k)を既知量とする．i = 0，armijo基

準のパラメータを a ∈ (0, 1)，縮小率を b ∈ (0, 1)，

初期ステップ幅を e(i) とする．

Step 1 armijo基準

f(x(k)+ e(i))−f(x(k)) ≤ a · e(i) ·∇f(x(k)) ·d(k)

を満たせば解析終了．α(k) = e(i) とする．

Step 2 e(i+1) = b · e(i) とする．
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Step 3 i = i+ 1として Step 1へ戻る．

4.3. Gershgorinの定理

厳密にラインサーチを行うと，最適化の総解析ステッ

プ数を減少させることはできても，ラインサーチ自体

に計算コストがかかってしまい, アルゴリズム全体とし

ては計算効率が悪化する可能性がある. そこで本研究で

は，ラインサーチを行わずに剛性行列の固有値の情報

を用いてステップ幅を定めることを考える．∇f(x) の

Lipschitz定数を Lとするとき，f(x)が Lipschitz連続か

つ凸関数であれば，α(k) ∈ (0, 1/L])を満たすように選ぶ

と解の収束が保証される．全体剛性行列をK としたと

き，f(x)が凸 2次関数の場合は，LはK の最大固有値

λmaxに等しい．ただし，解析規模が大きくなると固有値

解析に大幅な計算時間を有する．K の固有値が全て非

負であることを考慮すれば，Gershgorinの定理より，Lの

上界は Lmax = max
{
Kii +

∑
j ̸=i |Kij |

∣∣i = 1, · · · , D
}

で求められ，こちらは固有値解析よりも高速に計算す

ることができる (ここで，D はK のサイズ)．よってス

テップ幅は α(k) =
1

Lmax
で定めることで，計算の効率

化を図る．線形弾性解析の場合には，剛性行列は定数と

なるので，ステップ幅 α(k) はアルゴリズム全体を通じ

て一定値となる.

5. 解析モデル

図に示すようなスパン 20m，ライズ 6mのラチスシェ

ル (裁断球殻)を考える．部材は N ×N のグリッド状に

配置され，部材断面は全て 10cm角の正方形断面とする

(図の例では N = ∗∗)．材料は鉄骨を想定し，ヤング係

数を 205GPa，単位体積重量を 77kN/m3 とする．境界条

件は 4隅をピン支持とし，外力は自重のみとする．最急

降下法 (SDM),加速勾配法 (AGM),共役勾配法 (CG)の 3

つの勾配法を用い，ステップ幅については Gershgorinの

定理 (gershgorin),黄金分割法 (golden),armijo基準による

バックトラック法 (armijo)の 3パターンについて比較検

討を行い，勾配法 3種類×ステップ幅決定方法 3種類の

合計 9種類のアルゴリズムを用いて全ポテンシャルエネ

20m

6m

(a) isometric (b) elevation (c) plan

図 1 Analytical model (ex. N = 5)

ルギー最小化問題 (2)を解く．スパンの分割数N の値を

小さな値から大きな値まで変化させ，問題の規模の違い

による収束性能の比較を行う．

なお，プログラムは Pythonにより記述し，計算効率の

条件を揃えるために，ベクトル演算などは numpy など

のライブラリを用いず，すべてループ処理により計算す

る．重量言語と異なり計算時間は大きくなるが，本報告

の狙いは各アルゴリズムの性能比較を行うことにある．

最適化に際し，収束判定定数はすべてのアルゴリズム

において ε = 1.0−9 とし，黄金分割法における初期探索

幅は l(0) = 0，u(0) = 1とし，armijo基準のパラメータ

は a = 0.5，縮小率は b = 0.8とする．また，初期解は一

律に x(0) = 0とする．

6. 数値解析結果

スパンの分割数を N = 5, 10, 15 とした場合の数値解

析結果を図 2～4 にそれぞれ示す．各図において，縦軸

には目的関数の最適解との差を対数軸で取り，横軸には

(a)解析ステップ数，(b)計算時間をそれぞれ取り，目的

関数である全ポテンシャルエネルギーの収束履歴を示し

ている．なお，ここでの解析ステップ数とは，最適化計

算における k の値であり，ラインサーチを行う際の内部

反復回数は含まれてないことに注意する．

SDM はステップ幅の決定方法に関わらず，CG 及び

AGMと比べて圧倒的に収束性能に劣る結果となったた

め，議論の対象から除外し，CG と AGM について比較

する．各図を見ると，N = 5, 10, 15のすべての場合にお

いて，CG golden(ステップ幅を黄金分割法で決め，共役

勾配法で解く場合) が最も解析ステップ数が少なくなる

結果となった．しかしながら，計算時間に着目すると，

N = 5 の場合では CG golden 最も計算時間が短いが，

N = 10 になるとわずかに AGM gershgorin(gershgorin

の定理を応用してステップ幅一定として加速勾配法で

解く場合) の方が計算時間が短くなり，N = 15 のとき

にはその差は拡大した．アルゴリズムごとに見ていく

と，CG では，golden(黄金分割法) が最も計算効率が高

く，解析ステップ数，計算時間ともに最小となった．そ

れに対して armijo(armijo 基準によるバックトラック法)

は計算効率が最も悪く，多くの計算時間を要した．ただ

し，a，b のパラメータ次第では改善される可能性はあ

る．gershgorin(Gershgorin の定理を応用した固定ステッ

プ幅) では，解析ステップ数は最も多いが，ラインサー

チの反復計算がない分だけ計算時間は armijoより短く，

N の値が大きくなるにしたがって golden との差も小さ
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図 2 Convergence history of objective function (N = 5)
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図 3 Convergence history of objective function (N = 10)

くなった．一方で AGM では，gershgorin が最も計算効

率が良く，その傾向は N の値が大きいほど顕著に表れ，

N = 15のときではすべてのアルゴリズムの中で最小の

計算時間となった．AGM の場合でも CG と同様，今回

のパラメータでは armijoとの相性は悪く，gershgorinや

goldenと比較して多くの計算時間を要した．
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図 4 Convergence history of objective function (N = 15)

7. まとめ

本報告では，3次元骨組構造物の弾性解析と等価な問

題である全ポテンシャルエネルギー最小化問題を SDM，

CG，AGM の 3 つの勾配法を用いて解き，ステップ幅

の決定方法や問題の規模による収束性能の違いを比較

する数値実験を行った．規模の小さい問題に対しては，

CG goldenが最も計算効率が高いが，解析規模が大きく

なると，AGM gershgorin が計算効率の点において優位

性を示すことが確認された．
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