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1. はじめに

周知のように，現在，理工学のさまざまな分野において，

データ駆動型の手法が展開されている13)．計算力学において

も，Kirchdoerfer and Ortiz 10)の論文が 2016年に出版された

のを皮切りに，多くの研究が発表されてきている2,3,4,6,11,12)．

Kirchdoerfer and Ortiz 10) の提案は，次のとおりである．

構造物の静的な釣合い解析を考えると，その解は

(i) 外力と内力の釣合い式，

(ii) 変位とひずみの適合条件，

(iii) 材料に固有の構成則（応力・ひずみ関係）

の 3つの条件から決まる．このうち，釣合い式はNewtonの

運動の法則から導かれる物理法則であり，適合条件は幾何

学的な関係性である．これに対して，構成則は，材料実験で

得られたデータから経験的なモデル化を経て得られるもの

である．このモデルの代わりに，材料実験のデータに直接

語らせることで数値シミュレーションを行おうというのが，

Kirchdoerfer and Ortiz 10) の動機である．具体的には，力の

釣合い式と適合条件を満たす応力とひずみの組のうち，材

料実験の結果に（ある意味で）最も近いものを釣合い解と

して出力する．ここで，材料実験の結果は，応力とひずみ

の対の空間にあるデータ点の集合とみなせる．Kirchdoerfer

and Ortiz 10)は，ある応力とひずみの組からデータ集合まで

の「距離」を，その組から最も近いデータ点までの（重み

付きの）Euclid距離として定義した．

Kirchdoerfer and Ortiz 10)の考え方に沿った論文は，その

後，数多く発表されている3,4,11,12)．これらの手法は，構成

則のモデルを一切もたないという意味で，怠惰学習の一種

とみなせる．一方で，データ集合の中の（最も近い）1点の

みの情報しか利用しないため，誤差や外れ値の影響を大き

く受けたり7)，データ点の分布が疎な場合には妥当な解が

得られにくい8)，Kirchdoerfer and Ortiz 10) のアルゴリズム

は最適解に収束する保証がない9)，などの問題点がある．

材料実験のデータ点は，応力とひずみの空間にくまなく

存在するのではなく，通常はより低次元の多様体の上にあ

ると考えられる．この点に着目して，Ibañez et al. 5 ,6) は，

多様体学習の手法の一つである局所線形埋め込み (locally

linear embedding, LLE)14) を用いた釣合い解析法を提案し

た．この方法は 𝑘 近傍 (𝑘-nearest neighbor, kNN) に基づく

が，kNNを用いた釣合い解析は収束する保証がない7)．こ

れに対して，本稿では，釣合い解析のための反復計算の過

程において使いやすい多様体の表現を得るために，カーネ

ル法1) に基づく手法を提案する．

2. データ点からの曲面の生成

1節で述べたように，材料実験の結果を応力・ひずみ空

間の点としたとき，この点がどのような関係式を満たして

いるかに興味がある．つまり，一般に，データ集合として

いくつかの点が与えられたとき，その点が（ほぼ）載るよ

うな曲面（多様体）を求めたい．ただし，

データ点の集合を {(𝒙̌ (1) , 𝒚̌ (1) ), . . . , (𝒙̌ (𝑟 ) , 𝒚̌ (𝑟 ) )}とする．
ただし，データの次元は 𝒙̌ (𝑖) ∈ R𝑛1 , 𝒚̌ (𝑖) ∈ R𝑛2 とし，𝑛 =

𝑛1 + 𝑛2 とおく．また，これらのデータ点が載る曲面は，𝒙

の値を決めると 𝒚 の値は一意に決まるものと仮定する．多

様体学習の文献ではスイスロールとよばれるデータ集合が

例題として扱われることが多い14) が，このようなデータは

本稿の手法では扱えない．
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Figure 1. Numerical example (I). (a) Data set; and (b) surface obtained by the proposed method.

いま，求めたい曲面を

{(𝒙, 𝒚) ∈ R𝑛 | 𝒂𝑙 (𝒙)⊤𝒙 + 𝒃𝑙 (𝒙)⊤𝒚 = 𝑐𝑙 (𝒙) (𝑙 = 1, . . . , 𝑑)}
(1)

の形で表す．データ点がこの曲面にほぼ載るように，𝒂𝑙 (𝒙),
𝒃𝑙 (𝒙), 𝑐𝑙 (𝒙)および 𝑑を決めることが目標である．曲面を定

めているパラメータ 𝒂𝑙 (𝒙), 𝒃𝑙 (𝒙), 𝑐𝑙 (𝒙)は，Gaussカーネル

𝜅(𝒙, 𝒔) = exp(−𝛼∥𝒙 − 𝒔∥2) (2)

を用いて

𝒂𝑙 (𝒙) =
𝑟∑
𝑗=1

𝜅(𝒙̌ ( 𝑗) , 𝒙)𝒂 ( 𝑗)
𝑙

,

𝒃𝑙 (𝒙) =
𝑟∑
𝑗=1

𝜅(𝒙̌ ( 𝑗) , 𝒙)𝒃 ( 𝑗)
𝑙

,

𝑐𝑙 (𝒙) =
𝑟∑
𝑗=1

𝜅(𝒙̌ ( 𝑗) , 𝒙)𝑐 ( 𝑗)
𝑙

と表す．ただし，𝒂
( 𝑗)
𝑙

, 𝒃 ( 𝑗)
𝑙

, 𝑐 ( 𝑗)
𝑙
は正規化条件

𝑟∑
𝑗=1

∥(𝒂 ( 𝑗)
𝑙

, 𝒃
( 𝑗)
𝑙

, 𝑐
( 𝑗)
𝑙

)∥2 = 1 (3)

と直交条件

𝑟∑
𝑗=1

(𝒂 ( 𝑗)
𝑙

, 𝒃
( 𝑗)
𝑙

, 𝑐
( 𝑗)
𝑙

)⊤ (𝒂 ( 𝑗)
𝑙′ , 𝒃

( 𝑗)
𝑙′ , 𝑐

( 𝑗)
𝑙′ ) = 0, 𝑙 ≠ 𝑙 ′

を満たすように決める．

もし点 (𝒙̌ (𝑖) , 𝒚̌ (𝑖) ) が曲面 (1)上にあれば，各 𝑙 に対して

条件

𝑟∑
𝑗=1

𝜅(𝒙̌ ( 𝑗) , 𝒙̌ (𝑖) )
(
(𝒂 ( 𝑗)

𝑙
)⊤ 𝒙̌ (𝑖) + (𝒃 ( 𝑗)

𝑙
)⊤ 𝒚̌ (𝑖) − 𝑐

( 𝑗)
𝑙

)
= 0

が成り立つ．したがって，この条件に対する誤差の 2乗和は，

𝑟∑
𝑖=1

[ 𝑟∑
𝑗=1

𝜅(𝒙̌ ( 𝑗) , 𝒙̌ (𝑖) )
(
(𝒂 ( 𝑗)

𝑙
)⊤ 𝒙̌ (𝑖) + (𝒃 ( 𝑗)

𝑙
)⊤ 𝒚̌ (𝑖) − 𝑐

( 𝑗)
𝑙

)]2

(4)

と書ける．最小 2乗法はこの関数を最小化するように 𝒂
( 𝑗)
𝑙

,

𝒃
( 𝑗)
𝑙

, 𝑐 ( 𝑗)
𝑙
を決める．しかし，これは多数（𝑟個）のパラメー

タを決める予測問題となるため，何らかの正則化が必要で

ある．

正則化として，曲面を定めるパラメータ 𝒂
( 𝑗)
𝑙

, 𝒃 ( 𝑗)
𝑙

, 𝑐 ( 𝑗)
𝑙
が

局所的に大きく変化しないようにする．このためには，もし

点 𝒙̌ (𝑖) と点 𝒙̌ ( 𝑗) が近くにあれば，∥𝒂 (𝑖)
𝑙

−𝒂 ( 𝑗)
𝑙

∥, ∥𝒃 (𝑖)
𝑙

−𝒃 ( 𝑗)
𝑙

∥,
∥𝑐 (𝑖)

𝑙
− 𝑐

( 𝑗)
𝑙

∥に対して大きなペナルティを与える．また，も
し 2点が遠くにあれば，ペナルティは小さくてよい．いま，

点 𝒙̌ (𝑖) と点 𝒙̌ ( 𝑗) が近くにあるほど，𝜅(𝒙̌ ( 𝑗) , 𝒙̌ (𝑖) ) は大きな
値をとるので，次の関数をペナルティ項として用いること

が考えられる：

𝛾
𝑟∑
𝑖=1

𝑟∑
𝑗=𝑖+1

𝜅(𝒙̌ ( 𝑗) , 𝒙̌ (𝑖) )











𝒂
(𝑖)
𝑙

𝒃
(𝑖)
𝑙

𝑐
(𝑖)
𝑙

 −

𝒂
( 𝑗)
𝑙

𝒃
( 𝑗)
𝑙

𝑐
( 𝑗)
𝑙











2

(5)

ただし，𝛾 (> 0)はペナルティの大きさを調整するハイパー
パラメータである．

未知数 𝒂
( 𝑗)
𝑙

, 𝒃 ( 𝑗)
𝑙

, 𝑐 ( 𝑗)
𝑙

( 𝑗 = 1, . . . , 𝑟)をすべて並べたベク
トルを，𝒘𝑙 で表す．(4)と (5)の和を整理すると，ある定行

列 𝐻 および 𝑀 を用いて

∥𝐻𝒘𝑙 ∥2 + 𝛾𝒘⊤
𝑙 𝑀𝒘𝑙 (6)

の形に書くことができる．ただし，𝑀 は対称行列である．
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Figure 2. Numerical example (II). (a) Data set; (b) curved line obtained by the proposed method; (c) and overall view.

提案手法では，𝑙 = 1, 2, . . . の順に 𝒘𝑙 を求める．曲面を

定める式 (1)における 𝑑 は，誤差 ∥𝐻𝒘𝑑 ∥2 が閾値よりも大

きくなるような最小の 𝑑に対して 𝑑 = 𝑑 −1する．まず，𝒘1

は，制約 (3)の下で 2次形式 (6)を最小化するものである．

固有値に関する最大最小定理（Courant–Fischerの定理）よ

り，𝒘1は対称行列 𝐻⊤𝐻 +𝛾𝑀の最小固有値に対応する固有
ベクトルである．次に，𝒘2 は制約 ∥𝒘2∥2 = 1と 𝒘⊤

1 𝒘2 = 0

の下で 2次形式 (6)を最小化する解であるから，𝐻⊤𝐻 + 𝛾𝑀
の 2番目に小さい固有値に対応する固有ベクトルであるこ

とがわかる．このように，𝒘𝑙 は，対称行列 𝐻⊤𝐻 + 𝛾𝑀 の

固有ベクトルとして容易に得ることができる．

3. 例題

Figure 1a は，3 次元空間 (𝑛 = 3) におけるデータ集合の

例である．ただし，𝑛1 = 2, 𝑛2 = 1 とし，データ点の数は

𝑟 = 140である．Gaussカーネル (2)のパラメータを 𝛼 = 0.1

とし，ペナルティ項のパラメータを 𝛾 = 500とすると，提

案手法により Figure 1bの曲面が得られる．データ点の近く

を通る滑らかな曲面が得られていることが，確認できる．

別のデータ集合の例を，Figure 2aに示す．ただし，𝑛 = 3,

𝑛1 = 2, 𝑛2 = 1, 𝑟 = 100である．パラメータを 𝛼 = 0.05, 𝛾 =

100としたときに得られる解を，Figure 2bおよび Figure 2c

に示す．この例では 𝑑 = 2であり，3次元空間内の曲線が 2

つの曲面の共通部分として得られている．
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