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1. はじめに

データ駆動型の計算力学の手法は，Kirchdoerfer and

Ortiz 10) を契機として，多くの研究がなされてきてい

る2,3,4,5,6,7,9,11,12,13)．構造物の静的な釣合い解析では，釣合

い解は，(i)応力と外力の釣合い式，(ii)ひずみと変位の適合

条件，(iii)応力とひずみの構成則，の 3つの条件で定まる．

このうち，(iii)の構成則いについては，従来，経験的なモデ

ル化とそのモデルに含まれるパラメータの値の調整を行っ

て，材料実験のデータを近似するものを得る．Kirchdoerfer

and Ortiz 10)の提案は，このようなモデルに代わり，材料実

験のデータそのものを用いて釣合い解析を行うというもの

である．具体的には，(i)と (ii)を満たす応力とひずみの組

のうち，材料実験のデータ集合に（ある意味で）最も近い

ものを解とみなす．ここで，応力とひずみの組とデータ集

合との距離は，その組から最も近いデータ点までの（重み

付きの）Euclid距離として定義されている．

Kirchdoerfer and Ortiz 10)の考え方は，その後，多くの研

究で踏襲されている2,3,11,12,13)．しかし，データ集合に含ま

れるデータ点のうち，1 点のみの情報しか用いていないた

め，もしその点が大きな誤差をもつ場合には計算結果が大

きな影響を受けてしまう6)．また，疎なデータ集合に対し

ては妥当な解が得られにくい7)，などの問題点がある．

Kirchdoerfer and Ortiz 10)とは異なるデータ駆動型の手法

として，Ibañez et al. 4 ,5) は局所線形埋め込み (locally linear

embedding, LLE)14)を用いた釣合い解析法を提案した．LLE

は，多様体学習とよばれる機械学習の手法の 1つである．デー

タ点が空間内にあまねく存在するのではなく，空間よりも

次元の小さい多様体上に存在している場合に，その多様体

を見出すことを多様体学習とよぶ．Ibañez et al. 4 ,5) の手法

は，材料実験のデータ点が，応力とひずみの組の空間の中

の多様体上に存在するという視点に立ったものである．

LLEは，構成則に対して，局所的な 1次モデルを求めて

いるとみなせる．一方で，釣合い解析の反復計算では，大

域的な非線形モデルが得られている方が便利である．この

ため，著者は，カーネル法1) に基づき，与えられたデータ

点がほぼ載る曲面を求める手法を提案した8)．また，これ

を釣合い解析に応用し，既存の手法4,10) よりも妥当な解が

得られることを数値実験で示した9)．

以上の議論では，データ集合として，材料の応力とひずみ

の組が与えられていることを想定している．Leygue et al. 12)

は，物理実験において応力は直接的に計測できないことが

多いことに着目し，構造物に作用する外力とそれに対応す

る変位の組がデータ集合として与えられたことを想定し，

Kirchdoerfer and Ortiz 10)の手法をこの問題設定に拡張した．

その後，Leygue et al. 12) の手法は，実際の物理実験のデー

タ2)や動的な問題13)に適用されている．しかし，この手法

は，基本的な考え方が Kirchdoerfer and Ortiz 10)と同じであ

るため，前述の問題点も共有していると考えられる．そこ

で，本稿では，カーネル法に基づく提案手法8,9)を，Leygue

et al. 12) の問題設定に拡張する．

2. 問題設定

文献8,9) では，データ集合 {(𝑥 (1) , �̌� (1) ), . . . , (𝑥 (𝑟 ) , �̌� (𝑟 ) )}
が与えられたとき，これらのデータ点がほぼ載る曲面を求

めることを考えた．ただし，ここでは簡単のためデータは
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2次元であるとし，𝑥 (𝑖) ∈ R, �̌� (𝑖) ∈ R (𝑖 = 1, . . . , 𝑟) とする．
釣合い解析の文脈では，𝑥 (𝑖) はひずみに，�̌� (𝑖) は応力に，そ

れぞれ対応する．このとき，データ点がほぼ載る曲線を求

めることは，条件

𝑓 (𝑥 (𝑖) , �̌� (𝑖) ) ≃ 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑟

を満たす関数 𝑓 : R2 → Rをみつけることに対応する．ただ
し，文献8,9)と同様に，𝑥の値を決めると条件 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 0を

満たす 𝑦の値が一意に決まるような曲線に限定して考える．

以下では，1節で述べたように，構造物の節点外力と節

点変位の組がデータ集合として与えられた場合を考える．

データ集合を {(�̌� (1) , �̌� (1) ), . . . , (�̌� (𝑟 ) , �̌� (𝑟 ) )} で表す．ただ
し，�̌� (𝑖) ∈ R𝑛 が節点変位に，�̌� (𝑖) ∈ R𝑛 が節点外力に，そ
れぞれ対応し，𝑛は節点変位の自由度を表す．このとき，応

力とひずみがほぼ載る曲線を求める問題は，条件

𝒙 (𝑖) = 𝐶 �̌� (𝑖) , 𝑖 = 1, . . . , 𝑟, (1)

𝐷𝒚 (𝑖) = �̌� (𝑖) , 𝑖 = 1, . . . , 𝑟, (2)

𝑓 (𝑥 (𝑖)𝑒 , 𝑦
(𝑖)
𝑒 ) ≃ 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑟; 𝑒 = 1, . . . , 𝑚 (3)

を満たす関数 𝑓 : R2 → R をみつけることに対応する．た
だし，𝐶 ∈ R𝑚×𝑛 は適合行列に対応し，𝐷 ∈ R𝑛×𝑚は釣合い
行列に対応する．ここで，構造物の形状は既知であると想

定するので，𝐶 および 𝐷は定行列である．したがって，(1)

より，𝒙 (𝑖) (𝑖 = 1, . . . , 𝑟) も与えられたデータとみなすこと
ができる．一方で，通常は 𝑚 > 𝑛であるので，(2)は不定な

線形方程式である．つまり，�̌� (𝑖) から 𝒚 (𝑖) を一意に決める

ことはできない．

3. データ点から曲面を生成するための最適化問題

文献8,9) と同様に，求めたい曲線の式を

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝛼(𝑥)𝑥 + 𝛽(𝑥)𝑦 − 𝛾(𝑥) = 0 (4)

の形で表す．そして，𝛼(𝑥), 𝛽(𝑥), 𝛾(𝑥) は，Gaussカーネル

𝜅(𝑠, 𝑡) = exp(−𝜁 ∥𝑠 − 𝑡∥2)

を用いて

𝛼(𝑥) =
𝑟∑
𝑖=1

𝑚∑
𝑒=1

𝜅(𝑥 (𝑖)𝑒 , 𝑥)𝛼 (𝑖)
𝑒 ,

𝛽(𝑥) =
𝑟∑
𝑖=1

𝑚∑
𝑒=1

𝜅(𝑥 (𝑖)𝑒 , 𝑥)𝛽 (𝑖)𝑒 ,

𝛾(𝑥) =
𝑟∑
𝑖=1

𝑚∑
𝑒=1

𝜅(𝑥 (𝑖)𝑒 , 𝑥)𝛾 (𝑖)𝑒

と表す．条件 (1), (2), (3) が成り立つように 𝛼
(𝑖)
𝑒 , 𝛽 (𝑖)𝑒 , 𝛾 (𝑖)𝑒

(𝑖 = 1, . . . , 𝑟; 𝑒 = 1, . . . , 𝑚) の値をうまく定めることが目標
である．ただし，正規化条件

𝑟∑
𝑖=1

𝑚∑
𝑒=1

∥(𝛼 (𝑖)
𝑒 , 𝛽

(𝑖)
𝑒 , 𝛾

(𝑖)
𝑒 )∥2 = 1 (5)

を課す．

曲線の式 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 0に対する誤差の 2乗和は

𝑟∑
𝑖=1

𝑚∑
𝑒=1

(𝛼(𝑥 (𝑖)𝑒 )𝑥 (𝑖)𝑒 + 𝛽(𝑥 (𝑖)𝑒 )𝑦 (𝑖)𝑒 − 𝛾(𝑥 (𝑖)𝑒 ))2 (6)

である．この関数を最小化するようにパラメータを決める

のが最小 2 乗法であるが，パラメータ 𝛼
(𝑖)
𝑒 , 𝛽 (𝑖)𝑒 , 𝛾 (𝑖)𝑒 (𝑖 =

1, . . . , 𝑟; 𝑒 = 1, . . . , 𝑚) は多数あるので，文献8,9) と同じ正

則化を施す．つまり，𝜂 > 0を正則化のパラメータとして，

𝜂𝜅(𝑥 ( 𝑗)𝑒′ , 𝑥
(𝑖)
𝑒 )



𝛼
(𝑖)
𝑒

𝛽
(𝑖)
𝑒

𝛾
(𝑖)
𝑒

 −

𝛼
( 𝑗)
𝑒′

𝛽
( 𝑗)
𝑒′

𝛾
( 𝑗)
𝑒′



2

(7)

の総和をペナルティとして目的関数に加える．

さらに，2節の末尾で述べたように，(2)を満たす 𝒚 (𝑖) は

無数にある．このため，𝒚 (𝑖) に対して Tikhonov正則化

𝜃
𝑟∑
𝑖=1

∥𝒚𝑖 ∥2 (8)

を施す．ただし，𝜃 > 0は正則化のパラメータである．

未知数 𝛼
(𝑖)
𝑒 , 𝛽 (𝑖)𝑒 , 𝛾 (𝑖)𝑒 (𝑖 = 1, . . . , 𝑟; 𝑒 = 1, . . . , 𝑚) をすべ

て並べたベクトルを 𝒘で表す．(6)と (7)（の 𝑖, 𝑗 , 𝑒, 𝑒′に関

する総和）と (8)の和を整理すると，ある行列 𝐻 および 𝑀

を用いて

∥𝐻𝒘∥2 + 𝜁𝒘⊤𝑀𝒘 + 𝜃
𝑟∑
𝑖=1

∥𝒚𝑖 ∥2 (9)

の形に書くことができる．ただし，𝑀 は対称な定行列であ

る．このようにして，解きたい問題は，制約 (1), (2), (5)の

下で目的関数 (9) を最小化する最適化問題として定式化で

きる．

4. 交互最小化による解法

目的関数 (9) に含まれる 𝐻 は，未知数 𝒙 (𝑖) , 𝒚 (𝑖) (𝑖 =

1, . . . , 𝑟) に依存する．したがって，この目的関数は非凸で
あり，3 節で定式化した最適化問題を直接的に解くことは

容易ではない．そこで，発見的解法として，交互最小化を

適用する．

提案する交互最小化では，𝒙 (𝑖) , 𝒚 (𝑖) (𝑖 = 1, . . . , 𝑟)を固定し
た下での最小化と，𝛼 (𝑖)

𝑒 , 𝛽 (𝑖)𝑒 , 𝛾 (𝑖)𝑒 (𝑖 = 1, . . . , 𝑟; 𝑒 = 1, . . . , 𝑚)
（つまり，𝒘）を固定した下での最小化を，交互に繰り返す．
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まず，𝒙 (𝑖) , 𝒚 (𝑖) (𝑖 = 1, . . . , 𝑟) を固定し，𝒘に関して最小

化する場合を考える．解きたい最適化問題は，次のように

整理できる：

Minimize ∥𝐻𝒘∥2 + 𝜁𝒘⊤𝑀𝒘

subject to ∥𝒘∥2 = 1.

ここで，𝒙 (𝑖) , 𝒚 (𝑖) を固定しているため 𝐻は定行列であるか

ら，目的関数は 𝐻⊤𝐻 + 𝜁𝑀 の 2次形式である．したがって，

最適解は行列 𝐻⊤𝐻 + 𝜁𝑀 の最小固有値に対応する固有ベク

トルである．

次に，𝒘を固定し，𝒙 (𝑖) , 𝒚 (𝑖) (𝑖 = 1, . . . , 𝑟) に関して最小
化する場合を考える．この場合，各 𝑖 = 1, . . . , 𝑟 に対して独

立に最適化を行うことができ，解きたい最適化問題を整理

すると次のようになる：

Minimize
𝑚∑
𝑒=1

(𝛼(𝑥 (𝑖)𝑒 )𝑥 (𝑖)𝑒 + 𝛽(𝑥 (𝑖)𝑒 )𝑦 (𝑖)𝑒 − 𝛾(𝑥 (𝑖)𝑒 ))2 + 𝜃∥𝒚𝑖 ∥2

subject to 𝒙 (𝑖) = 𝐶 �̌� (𝑖) ,

𝐷𝒚 (𝑖) = �̌� (𝑖) .

これは，等式制約のみをもつ最適化問題であるので，La-

grange乗数法を用いて解くことができる．特に，目的関数

が凸 2次関数であり，制約は線形制約のみであるから，La-

grange乗数法を適用すると線形方程式を解くことで最適解

を得ることができる．

このように，交互最小化の各ステップは，容易に計算可

能である．

5. 例題

提案手法を，Figure 1に示すトラスの釣合い解析に適用

した．

まず，データ集合を次のように作成した．構成則を仮定

し，いくつかの荷重に対してトラスの釣合い解析を行い，節

点変位を求めた．荷重としては，Figure 1aのように右上の

節点のみに外力を作用させるもの 15パターン（外力の大き

さは同じにして，角度を等間隔に変えた）と，Figure 1bの

ようにすべての節点にランダムに生成した外力を作用させ

るもの 15パターンの，合計 30パターンを用意した．

こうして得られた外力と変位の組に対して，提案手法を

適用し，応力とひずみの組がほぼ載る曲線を推定した．そ

の曲線を用いて，Figure 2に示す荷重に対して釣合い解析を

行った．ただし，𝜆 は荷重係数である．Figure 3の実線は，

こうして得られた右下の節点の鉛直方向の変位である．一

方，データ集合を作成した際に仮定した構成則を用いて釣

合い解析を行うと，Figure 3 の点線が得られた．提案手法

の結果は，この参照解によく一致している．

(a)

(b)

Figure 1. Loading conditions for generating input data.

2.5𝜆 kN 2.5𝜆 kN

Figure 2. Loading condition for data-driven equilibrium
analysis.

-0.05 0 0.05
-1

-0.5

0

0.5

1

Figure 3. Nodal displacements obtained by the the pro-
posed method (solid line) and the reference solution
method (dotted line).

6. おわりに

弾性構造物の静的な釣合い解析において，変位と外力の

組が与えられたとき，構成則をモデル化することなく釣合

い解を求める手法について考察した．この手法は，データ

点がある不定な線形方程式に従う際に，そのデータ点がほ

ぼ載る曲面を求める問題と捉えることができる．文献8,9)の
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手法の拡張として，カーネル法を用いて解きたい問題を最

適化問題として定式化した．この問題に交互最小化を適用

すると，各ステップは固有値解析と線形方程式の求解とい

う容易な計算に帰着されることを示した．さらに，提案手

法を，人工的に生成したデータを用いたトラスの釣合い解

析に適用した．

本稿では，簡単のため，トラスに限定して議論を行った．

文献8,9) と同様に考えれば，提案手法を連続体などのトラ

ス以外の構造形式に拡張することは容易である．
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