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1. 序 

トラス構造の位相最適化では，与えられた節点や支

持・荷重条件から，制約を満たしつつ目的関数を最小化

（最大化）する部材の接続関係を探索する．その最適化手

法としては，密な部材配置から不要な部材を除去するグ

ランドストラクチャ（GS）法 1)がよく知られているが，

初期 GS の節点・部材数が膨大だと局所解から抜け出す

ことが困難となる． 

近年，量子力学的な現象を用いて古典コンピュータよ

りも高速に最適化問題を解くための量子コンピュータの

研究が盛んに行われている．古典コンピュータでは，あ

るビットは 0 または 1 の値をとり，他のビット値に影響

を与えることはない．これに対し，量子コンピュータで

は 0 と 1 の重ね合わせ状態を許容し，さらに量子もつれ

によって複数のビットが相互作用する状態を作り出せる． 

量子コンピュータには主に量子ゲート式と量子アニー

リング式の 2 種類が存在し，前者は計算理論や量子計算

を駆使したアルゴリズムなどのソフトウェア，量子回路

を実現するためのハードウェアの両側面から多くの研究

がなされているものの，一つの量子計算を行うために利

用できる量子ビットの数は，現状では非常に少ない．一

方で，量子アニーリングは組合せ最適化問題を解くのに

特化しており，その適用可能範囲は限定的であるものの，

量子ゲート式と比べて遥かに多くの量子ビットを扱える

2)．本田ら 3)は量子アニーリングのみを用いて釣合い計算

と断面変化を交互に行う手法を提案した． 

本研究では，平面トラスの位相最適化問題に対して，

古典コンピューティングによる構造解析と量子アニーリ

ングによる断面変化を組み合わせたハイブリッド型の新

しい最適化手法を提案する． 

2. 最適化問題 

 トラスの部材数を m とする．本研究では，部材総体積

の制約下で単一荷重条件に対するトラス部材の総ひずみ

エ ネ ル ギ ー の 最 小 化 を 目 的 と し て 部 材 断 面 積

 1, , mA A=A を最適化する問題を考える．ヤング係数

E は部材によらず一定値とする．部材総体積・部材断面

積の上限値をそれぞれ
max,V A ，部材 i の断面積，部材長，

伸びをそれぞれ iA , iL , id とすると，最適化問題は次式

で定式化できる． 
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3. QUBO 表現による最適化問題の再定式化 

量子アニーリングで最適化を行うためには，対象とす

る問題を 0 または 1 の値をとるバイナリ変数の 2 次式で

記述したハミルトニアンを最小化する制約なしの最適化

（QUBO: Quadratic Unconstrained Binary Optimization）問

題として定式化する必要がある．ハミルトニアンは変数

間の相互作用を考慮したエネルギーを表しており，最小

化すべき目的関数と捉えても良い．以降では，最適化問

題(1)を QUBO 表現で再定式化する． 

 

3.1. バイナリ変数による離散断面積の数値表現 

1 つの部材の断面積は an 個のバイナリ変数を用いて次

式で表現できる 3)． 
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例えば， a 3n = , max 35A = のとき，断面積 iA は表 1 のよ

うに 5 刻みの離散変数として表現できる． an  

 

表 1 3 つのバイナリ変数による断面積 iA  ( 35 )の表現 

3 1iq +  3 2iq +  3 3iq +  iA  

0 0 0 0 

1 0 0 5 

0 1 0 10 

1 1 0 15 

0 0 1 20 

1 0 1 25 

0 1 1 30 

1 1 1 35 

 

3.2. ひずみエネルギーに対応するハミルトニアン 

ある断面積において外力と釣合う部材 i の伸び id が既

知であるとすると，ひずみエネルギーに相当するハミル

トニアン 1H は式(1a)より，次式で表せる． 
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ここで式(1a)と正負が逆転しているのは，量子アニーリ

ングにおける最適化過程では釣合い解析を行うことなく

断面積を変化させるため，変位を既知としたひずみエネ

ルギー最大化問題に置換する必要があるからである．釣

合いを満足した上でひずみエネルギーを最小化するのも，

変位のみを既知としてひずみエネルギーを最大化するの

も，最小ポテンシャルエネルギーの最大化問題を解いて

いるという意味では同義である． 

 

3.3. 部材総体積制約に対応するハミルトニアン 

 トラスの部材総体積が指定値 V に近いほど値が小さ

くなるようなペナルティ関数として，以下のハミルトニ

アンを定義する． 
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3.4. 断面積の変化量制限に対応するハミルトニアン 

 量子アニーリングにおいて断面積を変化させる過程で

は釣合い解析を行わないため，断面積を大きく変化させ

ることは変位と断面積の関係を無視することを意味する．

したがって，変位と断面積の関係が可能な限り保存され

るように断面積の変化量を制限するための以下のハミル

トニアンを定義する． 
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ここで
iA は最適化前の部材 i の断面積を表し，最適化途

中では変化しない定数である． 

 

3.5. ハミルトニアンの重み付き線形和 

 3.2-3.4 節で定義した 3 つのハミルトニアンを重み付け

するパラメータ 1w , 2w , 3w ( 0 )を用いて，量子アニーリ

ングで最小化するハミルトニアンを次式で定式化する． 
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initF は初期断面積におけるひずみエネルギーの総和であ

る． 1w = 2w = 3w =1 かつ最適化前後の断面積がいずれも初

期断面積と等しい場合，式(6)の右辺の各項の値はそれぞ

れ-1，1，1 になるようにスケーリングしている．さらに

1w , 2w , 3w の値を調整することで，各項の重要度を重み付

けすることができる． 

 

3.6. 量子アニーリングによる最適化手順 

 本研究では，古典コンピューティングによる構造解析

と量子アニーリングによる断面積の最適化を交互に行う

手法を提案する．以下に手順を説明する． 

① 古典コンピューティングによる構造解析 

断面積 A を割り当てたトラスについて与えられた荷

重条件で剛性方程式を解いて各節点の変位を求め，節点

変位から部材の伸び id を計算する．ただし，剛性方程式

の解が不定となるのを防ぐため， 0iA = の断面積につい

ては便宜上 0.001iA = に置換して解析を行う．その後，得

られた id を 0id = に置き換える． 

② 量子アニーリングによる断面積の更新 

続いて，ハミルトニアン H を A の関数，さらに 3.1 節

の手順で q の関数として次式で定義する． 
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m mQ , a an m n m
Q は式(6)の 2 次の項に関する係数，

mL , an m
L は式(6)の 1 次の項に関する係数，c は式

(6)の定数項である．このハミルトニアンを用いて量子ア

ニーリング問題を解き，量子ビットの重ね合わせ状態を

得る． 

なお，手順①において消失部材に対して 0id = を割り

当てずに②の手順に進むと，式(3)のハミルトニアン 1H

における 0iA = の部材の寄与を過大に推定してしまい，

最適化前は 0iA = だった部材の断面積が maxA に飛び移る

不安定な挙動が見られた． 

③ 古典コンピューティングによる優良解の再評価 

②で得られた重ね合わせ状態について，具体的な q の

値を
rn 回読み取り，

rn 個の解からハミルトニアンの最も

小さな
en 個の解 q を抽出する，それぞれを断面積 A に変
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換して古典的なコンピューティングにより構造解析を行

って総ひずみエネルギー F を計算し，以下の評価値が最

も小さな A を
en 種類の解の中で最も優良な解とする． 

 1 2
22

init

w w
F H

F V
+  (8) 

式(8)で計算する総ひずみエネルギー F は 1H とは異なり

釣合いを考慮しているため，式(9)のように断面積の変化

量に対するペナルティ項 3H を考慮する必要はない． 

①から③までの手順を 1 回行う過程を 1 ステップとす

る．1 ステップだけ最適化を行っても 3.4 節で述べた理

由により断面積の変化は小さいため，①→②→③→①

→･･･のように上記の手順を In ステップ繰り返すことで

構造最適化を行う． 

 

4. 数値例題 

4.1. 解析条件 

本研究では， max 75A = [mm2]かつ a 4n = とし，合計 4m 個

のバイナリ変数  1 4, mq q=q を用いて 75mm2 までの断

面積 A を 5 mm2 刻みで表現する．初期断面積は 15 mm2

とし，ヤング係数は 5 N/mm2 とする．部材断面積の上限

値V は初期断面積におけるトラスの部材総体積とする．

ひずみエネルギー，部材総体積制約，部材断面積の変化

量制限に対応する重み付けパラメータはそれぞれ 1 1w = , 

2 1w = , 3 5w = とする．重ね合わせ状態の読み取り回数
rn

は 1000，読み取った解のうち、再評価する優良解の個数

en は 5 とする．ステップの繰り返し回数 In は 30 とする． 

節点変位と部材の伸びを求めるための線形構造解析に

は自作のプログラムを用いる．量子アニーリングには

D-Wave Systems Inc.が提供するクラウドサービス Leap4)

を用いる． 

 

4.2. 例題 1: 1 1 グリッドトラス 

提案手法が正しく動作することを確認するため，まず

図 1 のような1 1 グリッドをもつ 4 節点 6 部材トラスを

用いて最適化を行う．左側の節点はピン支持とし，右下

の節点に鉛直下向き 10 N の荷重を与える． 

 

 

図 1 1 1 グリッドトラスの初期形状と支持・荷重条件 

 

最適化途中における各部材断面積の分布を図 2 に示す．

ステップ数の増加につれて支点と荷重作用点を直接接続

する 2 本の部材の断面が大きくなり，その他の部材断面

が消失していくことが確認できる．最終ステップである

30 ステップ目においては，2 本の部材以外の部材断面積

が全て 0 となり，2 部材トラスが生成された． 

1 1 グリッドのトラスモデルに対する最適位相は 2 部

材トラスであることは自明だが，量子アニーリングとい

う新しい手法で自明な解に一致する結果が得られたこと

の意義は大きい． 

最適化途中におけるひずみエネルギーと部材総体積の

履歴を図 3 に示す．4.1 節で説明したように 1 2 1w w= = と

設定したため，部材総体積制約の超過に対するペナルテ

ィがひずみエネルギーと比べてそれほど大きく重み付け

されていないことから，部材総体積が 1 ステップ目以降

の全てのステップで初期部材総体積を超過している．最

も大きな部材総体積を記録したのは 20 ステップ目であ

り，このときの部材総体積は初期部材総体積の 118.2%で

あった．一方で，ひずみエネルギーはステップ数の増加

に伴い大きく減少している． 

       

(a) 初期断面       (b) ステップ 10    (c) ステップ 20    (d) ステップ 30 

図 2 1 1 グリッドトラスの最適化過程における部材断

面積の分布 

 

 

図 3 1 1 グリッドトラスの最適化過程におけるひずみ

エネルギーと部材総体積の履歴 

 

4.3 例題 2: 3 2 グリッドトラス 

本節ではより複雑な 3 2 グリッドを有するトラスモ

デルを扱う．図 4 に初期形状と支持・荷重条件を示す．

左側の 3 つの節点がピン支持されており，右下の節点に

鉛直下向き 10 N の荷重が作用している． 

 

 

図 4 3 2 グリッドトラスの初期形状と支持・荷重条件 
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最適化途中における部材断面積の履歴を図 5 に示す．

部材数が増加した影響で収束性が悪化しており，消失し

た部材が再び現れる現象が各ステップで頻発した．しか

し，消失部材が復活するということは，提案する最適化

手法が悪い局所解から脱出し，より良い解を探索できる

性能を有することを示している． 

1 1 グリッドトラスの例と比較すると最終ステップに

おいても複雑な位相が得られているが，支点同士をつな

ぐ明らかに不要な部材が除去され，荷重作用点から支持

点に向かって軸力を効率的に伝達する経路が見られるな

ど，比較的合理的な位相が得られていることを確認でき

た． 

ひずみエネルギーと部材総体積の履歴を図 6 に示す．

1 1 グリッドトラスの場合と同様，いずれのステップに

おいても部材総体積制約の超過が見られるものの，ひず

みエネルギーは初期断面と比べて大きく減少している． 

 

    

(a) 初期断面               (b) ステップ 10 

    

(c) ステップ 20              (d) ステップ 30 

図 5 3 2 グリッドトラスの最適化過程における部材断

面積の分布 

 

 

図 6 3 2 グリッドトラスの最適化過程におけるひずみ

エネルギーと部材総体積の履歴 

 

5. 結 

本研究では，量子アニーリングを利用して平面トラス

の断面を最適化する手法を提案した．トラスの断面積を

複数のバイナリ変数を組み合わせて離散値で表現し，さ

らにトラスのひずみエネルギーや部材総体積制約，部材

断面積の変化量制限をバイナリ変数のハミルトニアンで

定式化することにより，部材総体積制約下でひずみエネ

ルギーを最小化する問題を量子アニーリングで解くこと

ができた． 

最適化におけるステップの繰り返しにおいて，釣合い

形状を求めるための構造解析には古典的コンピューティ

ングを用い，断面積の変化には量子アニーリングを用い

ている．したがって，古典的コンピューティングと量子

コンピューティングの強みを組み合わせた新たな最適化

手法として本研究は位置づけられる． 

古典コンピューティングにおける構造解析では，消失

部材にも微小断面積を与え，構造解析の数値困難を防ぐ

ことが多い．量子アニーリングにおけるハミルトニアン

の定義において，上記の微小断面積を利用した構造解析

で得られた伸びをそのまま用いると，消失部材の寄与を

過大に考慮してしまい，量子アニーリングによる最適化

の発散が確認された．発散を防ぐためには，ハミルトニ

アンを計算する際に，消失部材の伸びを厳密に 0 に補正

する必要がある． 

量子アニーリングにおける断面積の変化は釣合い状態

を考慮していないため，断面積の変化が大きすぎると，

釣合い状態の近傍であることを前提として設定したハミ

ルトニアンが物理的な意味をなさなくなる．したがって，

釣合い状態を満たす断面積からの変化量に応じて滑らか

に変化するペナルティを導入した．提案するペナルティ

の定式化手法を用いれば，各ステップで断面積の変化が

過大な値をとらないように制御できるだけでなく，本田

ら 3)の手法と比べて断面積変化を制御するためのスラッ

ク変数が不要となるため，計算効率の改善が期待できる． 

数値例題では二種類のトラスを取り扱い，密な位相か

ら疎な位相の最適解が求められることを確認できた．た

だし，現時点では古典コンピューティングのみを用いた

既往の最適化手法に比べて得られる解は劣っている．ハ

ミルトニアンの定式化の改良，ルールベースプログラミ

ングによる不要部材の除去の利用など，量子アニーリン

グをトラスの位相最適化に応用するにあたって構造技術

者の立場から取り組むべき課題は数多く存在する． 
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