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　1. はじめに
日本の伝統的な造形文化である折り紙は，現在では

“Origami”という科学技術の一分野として世界的に認知
されており，人工衛星の太陽光電池パネルに利用され
たミウラ折り 1) をはじめとして，構造物への応用事例
が数多く存在する．米国では 2012 年に Origami Design

for Integration of Self-assembling Systems for Engineering

Innovation(ODISSEI) Awardsが国家プロジェクトとして
スタートし，折紙と最新のテクノロジーの融合が起きて
いる 2) ．最近では，Origamiとともに“Kirigami”も学術
用語として一般化し，2019年にはハーバード大学工学・
応用科学大学院（SEAS）にある Mahadevan研究室らの
グループがシート状の素材を意図した形状へと変形させ
る数学的フレームワークを考案し話題となった 3) ．
本研究では，大変形問題の機構原理として近年注目を

集めている Kirigami の特に展開構造としての建築物へ
の応用を見据えて，Kirigamiの展開機構の幾何学的条件
を定式化し，最適化手法と組み合わせることで大変形可
能な展開機構の自動生成を試みる．
2. 本研究で扱う Kirigamiとその数理モデリング

Kirigamiの研究では，カットされた部材が弾性変形を
伴うもの 4, 5) と，剛体変形のみで記述されるいわゆる剛
体切り紙 3, 6) とに大別されるが，本研究では後者のうち，
格子状の切込みと回転ヒンジを有し，ポアソン比が負と
なるような平面展開構造を取り扱う．解析モデルは i方
向に I +1個，j 方向に J +1個の合計 (I +1)× (J +1)

個の四辺形要素で構成され，隣接要素の接辺はいずれか
1つの頂点でのみ回転ヒンジにより接続されているもの
とする (図 1)．i行，j 列目の要素の各頂点の節点座標を
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図 1 本研究で扱う Kirigamiとその展開機構
(I = 1,　 J = 2の場合)

左下から順に反時計回りに

rkij =
[
xk
ij ykij

]⊤
(k = 0, 1, 2, 3) (1)

と定義する．同様に，i行，j 列目の要素の各頂点の節点
変位を左下から順に反時計回りに

uk
ij =

[
uk
ij vkij

]⊤
(k = 0, 1, 2, 3) (2)

と定義する．例えばこのとき，左下の要素の左下の節点
座標ベクトルは r000，右下の要素の右下の節点座標ベク
トルは r1J0 と表される．同様に右上の要素の右上の節点
の変位ベクトルは u2

IJ と表される．モデル下部がピン
支持並びにローラー支持されているとき，この展開構造
が満たすべき幾何学的制約条件を考える．
2.1. 剛体変位条件
四辺形要素は変形前後でその形状が変化しない条件

は，要素の対角線の長さと 4 辺のうち 3 辺の長さが変
化しない条件と等価であることから，次のように表現で
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きる．
∣∣∣rkij−rk+1ij

∣∣∣−∣∣∣(rkij+uk
ij

)
−
(
rk+1ij+u

k+1
ij

)∣∣∣=0 (i=0,···,Ij=0,···,J
k=0,1,2

)
(3a)∣∣∣rkij−rk+2ij

∣∣∣−∣∣∣(rkij+uk
ij

)
−
(
rk+2ij+u

k+2
ij

)∣∣∣=0 (i=0,···,Ij=0,···,J
k=0,1

)
(3b)

2.2. ヒンジ部における変位の適合条件
隣接要素の接辺はいずれか 1つの頂点でのみ回転ヒン

ジにより接続されているため，ヒンジ部分の節点座標は
常に隣接要素で等しくなければならない．ヒンジは隣接
要素の接辺に対して 1箇所ずつとしているので，ヒンジ
の数は合計で I × (J + 1) + (I + 1)× J = I + J + 2IJ

個となる (図 1 の場合は 12 個)．隣接要素の接辺のヒン
ジの存在位置を表す 0-1変数ベクトルを

t =[t00,10, · · · , tI−10,I0, · · · , t0J,1J , · · · , tI−1J,IJ ,

t00,01, · · · , t0J−1,0J , · · · , tI0,I1, · · · , tIJ−1,IJ ]
⊤ (4)

とおくと，ヒンジ部における変位の適合条件は次式で記
述できる．

(u3
ij−u0

i+1j)tij,i+1j+(u2
ij−u1

i+1j)(1−tij,i+1j) = 0(
i = 0, · · · , I−1
j = 0, · · · , J

) (5a)

(u1
ij−u0

ij+1)tij,ij+1+(u2
ij−u3

i+1j)(1−tij,ij+1) = 0(
i = 0, · · · , I
j = 0, · · · , J−1

) (5b)

式 (5a) は上下に隣接する要素の接辺に存在するヒンジ
に関する変位の適合条件であり，tij,i+1j = 0のとき頂点
2と頂点 1を接続するヒンジが，tij,i+1j = 1のとき頂点
3と頂点 0を接続するヒンジが存在する．式 (5b)は左右
に隣接する要素の接辺に存在するヒンジに関する変位の
適合条件であり，tij,ij+1 = 0のとき頂点 2と頂点 3を接
続するヒンジが，tij,ij+1 = 1のとき頂点 1と頂点 0を接
続するヒンジが存在する．
2.3. 境界条件
i行，j 列目の要素の各頂点の変形前の節点座標を

r̄kij =
[
x̄k
ij ȳkij

]⊤
(k = 0, 1, 2, 3) (6)

とする．左下の要素の左下の点がピン支持，右下の要素
の右下の点がローラー支持である場合の境界条件式は次
のように記述できる．

u0
00 = 0 (7a)

v1J0 = 0 (7b)

2.4. 最大展開形状を求める最適化問題
ヒンジ位置 tを既知量として，モデルの展開形状を解

析的に求めることを考える．右上の要素の右上の点が最
も変形したときを最大展開形状と定義すると，その状態
の節点変位ベクトルは，式 (3), (5), (7)を制約条件に持つ
最大化問題

maximize
U

f =
∥∥r2IJ + u2

IJ

∥∥
subject to Eq. (3a), (3b), (5a), (5b), (7a), and (7b)

(8)

を解くことで得られる．ここで，U は uk
ij の全成分を並

べた列ベクトルである．

U = [u0
00, · · · , u3

00, u
0
10, · · · , u3

I0, u
0
00, · · · , u3

IJ ]
⊤ (9)

最適化問題 (8)は節点変位を設計変数とした連続変数問
題であり，目的関数，制約条件関数ともに U の関数と
なるため，数理計画法により高速に解くことができる．

3. ヒンジ位置を既知量とした変形量最大化
図 2，図 4，図 6に示すような 1辺 1mの正方形のみで

構成される I = J = 2, 3, 4の単純な Kirigamiに対して，
ヒンジ位置を表す 0-1変数ベクトル tを既知量として最
適化問題 (8) を逐次二次計画法 7) により解く．図 3，図
5，図 7にはそれぞれの解析モデルに対する問題 (8)の最
適化結果を示す．表 1にはそれぞれのモデルの rk00 から
rkIJ の距離と目的関数 f とヒンジの数を示す． 表 1の

0 1 2 3

0

1

2

3

j

i
j=0 j=1 j=2

i=0

i=1

i=2

図 2 解析モデル 1

(I = J = 2)
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図 3 解析モデル 1 に対
する問題 (8) の最適化結
果
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図 4 解析モデル 2

(I = J = 3)
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図 5 解析モデル 2 に対
する問題 (8) の最適化結
果最適化結果から，正方形 Kirigami の場合 Kirigami の枚
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図 6 解析モデル 3

(I = J = 4)
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図 7 解析モデル 3 に対
する問題 (8) の最適化結
果

表 1 解析結果
解析モデル 1 解析モデル 2 解析モデル 3

|rkIJ |[m] 4.24 5.66 7.07
f [m] 5.09 7.13 9.10
t[個] 12 24 40

数が増えるほど初期形状からの変位が大きくなっている
ことが分かる．また，格子状の Kirigamiのヒンジパター
ンを何種類か検討したところ図 3，図 5，図 7 のそれぞ
れの場合とこれらのヒンジ位置と逆の場合の 2つしか存
在しないことが確認できた．それ以外のヒンジ位置に設
定すると Kigamiに重なりが生じる場合などが確認でき
た．ヒンジ位置の設定はヒンジの数が増えるほど複雑に
なるので予め設定することは難しい．

4. Kirigamiの重なりを排除する制約
1つの要素に着目したとき，その要素の内部に節点が

存在しなければ，Kirigamiの重なりは起きない．ある要
素と節点に対して，要素の頂点と節点がつくる 4つの三
角形の面積の合計が，要素の面積に等しければ節点は要
素の内部もしくは境界上に存在し，要素の面積よりも大
きければ節点は要素の外部にある．I = i, J = j の要
素の各頂点 rkij(k = 0, · · · , 3) と I = α, J = β の要素
の l番目の節点 rlαβ がつくる 4つの三角形の面積の合計
Aijαβl は次式で計算できる．

Aijαβl = a0ijαβl + a1ijαβl + a2ijαβl + a3ijαβl

akijαβl =
1

2

{
(rkij − rlαβ)× (rk+1 mod 4

ij − rlαβ)
} (10)

一方，I = i, J = j の要素の面積 Aij は次式で計算で
きる．

Aij =
1

2

∣∣∣∣∣
3∑

k=0

xk
ijy

k+1 mod 4
ij − xk+1 mod 4

ij ykij

∣∣∣∣∣ (11)

Kirigamiの重なりは Aijαβl −Aij = 0のときに生じ，こ
れには要素の頂点のいずれかと rlαβ が一致する場合（す

なわちヒンジ点）も含むが，このときは akijαβl のいずれ
かが必ず 0となる．

3∏
k=0

akijαβl ̸= 0

を満たす l の集合を Sijαβ とすると，要素の頂点での重
なりは許容しつつ，Kirigamiの重なりが発生しない条件
は次式で表すことができる．∏

α ̸=i

∏
β ̸=j

∏
l∈Sijαβ

(Aijαβl −Aij) > 0 (12)

5. ヒンジ位置を設計変数とした変形量最大化
前節で Kirigami のパターンが複雑化すると，大きな

剛体変形を伴うヒンジパターンを予め特定することが難
しくなることが確認できたため，ヒンジ位置は自動決定
できることが望まれる．また，Kirigami同士が重なり合
う場合があるような解が出る場合があるのでそれらを排
除する必要もある．そこで本節では，ヒンジ位置を表す
0-1ベクトル tを設計変数とし，最適化問題 (8)により計
算される f を目的関数とした次のような最適化問題を考
える．

maximize
t

f =
∣∣u2

IJ

∣∣
subject to Eq. (12)

(13)

ここで，目的関数 f は最適化問題 (8)を解くことにより
得られる．本最適化問題は離散変数問題となるため，発
見的手法の一種である MIDACO8) を用い，図 2 や図 4，
図 6 に示すような 1 辺 1m の正方形のみで構成される
Kirigamiに対して，発見的手法と逐次二次計画法 7) を併
用して解く．
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図 8 解析モデル 1 に対
する問題 (13) の最適化
結果
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図 9 解析モデル 2 に対
する問題 (13) の最適化
結果

図 8 と図 9 から図 2 と図 4 のモデルに対しての展開
機構の自動生成が可能であることが証明できた．しか
し，図 6 の展開機構の自動生成の解析結果は得られな
かった．
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表 2 解析結果
解析モデル 1 解析モデル 2

rkIJ [m] 4.24 5.66
f [m] 5.18 7.13
t[個] 12 24

6. ヒンジ位置のパターンを増やした際の変形量最大化
前節では隣接要素の接辺はいずれか 1つの頂点でのみ

回転ヒンジにより接続するために，0-1変数ベクトルを
用いて 2つのヒンジから 1つのヒンジのみ接続するよう
にしていたが，ここでは隣接要素の接辺が接続する条件
を追加する．図 10 は上下に隣接する要素の接辺の 1 つ
が固定されている例である． 隣接要素の接辺の存在位
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図 10 隣接要素の接辺の 1つが固定されている例

置を 0-2 変数ベクトルを用いて式 (2.2.) とおく．ヒンジ
部における変位の適合条件は式 (5) をここでも用いる．
式 (5a) で tij,i+1j = 2 のとき頂点 2 と頂点 1 を接続する
ヒンジと頂点 3と頂点 0を接続するヒンジが存在する．
式 (5a) で tij,i+1j = 2 のとき頂点 2 と頂点 3 を接続する
ヒンジと頂点 1と頂点 0を接続するヒンジが存在する．
ここで，0-2変数ベクトルを用いて f を目的関数とし

た最適化問題 (13) を解く． 結果は図 11 のようになり，
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図 11 解析モデル 3に対する問題 (13)の最適化結果

隣接要素の接辺が接続する部分が存在する場合を考慮し
てもすべての隣接要素の接辺でヒンジは 1つしか存在し
ない結果となった．最適化結果は 0-1変数ベクトルを用
いたときと差異がなかった．

7. 結論
本論文では格子状 Kirigami の展開機構の幾何学的条

件を定式化し，最適化手法と組み合わせることで大変形
可能な展開機構の自動生成の手法を提案した．結論とし
ては以下のようにまとめられる．

• 格子状 Kirigami には 2 つのヒンジパターン
しか存在せず，展開機構の幾何学的条件を定
式化し，最適化手法と組み合わせることで大
変形可能な展開機構の自動生成が可能．

• 格子状 Kigami ヒンジ位置のパターンとした
隣接する接辺が完全に接合されている場合を
考慮してもすべての隣接要素の接辺でヒンジ
は 1つしか存在しない場合のほうが大きく展
開する．

8. 今後の展望
本研究では，Kirigamiの切り込みの数が増えると解析

結果が出ないことがあったので，Kirigamiの重なりを排
除する制約などの制約条件の検討が必要である．またヒ
ンジ位置のパターンで隣接する接辺が完全に接合されて
いる場合を考慮したが，隣接する接辺に 1つもヒンジが
存在しない場合も考慮する必要がある．
また今回の研究では Kirigami の切り込み位置を予め

設定しているので節点座標を設計変数とすることで切り
込みのパターンの自動化を試みていく．そして，格子状
の Kirigami 以外の形や 3 次元の Kirigami の展開機構の
自動生成を行っていく必要がある．
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