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1. はじめに

データ駆動型の方法論は，近年，理工学の多くの分野

で展開されてきている21)．計算力学の分野においても，

Kirchdoerfer and Ortiz 17) を一つのきっかけとして，デー

タ駆動型の方法論が注目を集めている．弾性構造物の静

的な釣合い解析は，(a) ひずみと変位の適合条件，(b) 応

力と外力の釣合い条件，(c)材料に固有の構成則（応力と

ひずみの関係），の三つの関係（方程式）を連立して解

く．このうち，(a)は構造物の幾何学的な形状から決まる

関係式であり，(b)は Newtonの運動の法則から導かれる

物理的な関係式である．これに対して (c) は，通常，材

料実験の結果から経験則的にモデルを仮定し，そのモデ

ルのパラメータを同定することで得られる．Kirchdoerfer

and Ortiz 17) の提案は，この経験則的な構成則 (c)に代え

て，材料実験の結果（応力とひずみの観測値の組からな

るデータ）を直接的に用いるというものである．具体的

には，(a)と (b)を満たす節点変位，要素応力，要素ひず

みの組のうちで，実験データからの距離の 2乗和が最小

であるものを釣合い解とみなすことを提案している．こ

こで，ある点の実験データからの距離とは，応力とひず

みの対の空間においてその点から最も近いデータ点まで

の（計量付きの）ユークリッド距離と定義している．

Kirchdoerfer and Ortiz 17) の提案手法は，その後，距離

最小化法 (distance-minimizing method)ともよばれ，動的

問題18) や弾塑性問題3,20)，拡散方程式23)，破壊力学1) な

ど，計算力学のさまざまな問題へと適用されている．し

かし，この手法は，構造物の各積分点においてデータ集

合の中の 1点の情報しか用いない．このため，データに

含まれるノイズや外れ値の影響を直接的に受けてしまう

手法であると言える5)．また，Kirchdoerfer and Ortiz 17)の

示したアルゴリズムでは，目的関数が最小の点が得られ

る保証がなく，実際に最小解とは異なる点に収束する場

合がある，という問題点もある9)．一方，Ibañez et al. 6 ,7)

は，応力とひずみの組の空間の中でデータ点が載る多様

体が構成則を表していると考え，多様体学習の手法に基

づく釣合い解析法を提案した．著者は，カーネル法に基

づいてこの構成則多様体を求める手法を提案し12,13)，ま

たその手法を材料実験ではなく構造実験のデータを用い

る問題設定2,19) へと拡張している14,15)．

以上でとりあげたデータ駆動型の手法は，境界条件が

与えられたときに構造物の釣合い解を 1つ出力するもの

である．これに対して Guo et al. 4)は，データが不可避的

にもつ不確かさに着目し，材料実験のデータから構造物

の応答の範囲（上下界値）を求める手法を提案した．具体

的には，材料実験のデータ点を含む楕円体を構成し，応

力とひずみがその楕円体に含まれるという条件と (a)およ

び (b)を制約として応答量の最大値と最小値を求める，と

いう手法である．

材料則がもつ偶然的不確実性 (aleatory uncertainty) を

考慮すれば，構造物の応答量を単一の値として予測する

手法と比べて，Guo et al. 4) のように応答量の範囲を予測

することには一定の妥当性があると考えられる．しかし，
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Guo et al. 4) の手法では，得られる範囲の物理的な意味が

不明確である．本稿では，順序統計量を用いた信頼性最

適設計法10,11) の考え方を応用して，確信度の保証付きで

構造物の応答量の範囲（上下界値）を求める最適化手法

を提案する．

2. 応答量の上下界値を求める最適化問題

提案手法は通常の有限要素法で離散化した連続体にも

適用できるが，ここでは簡単のためにトラス構造に対し

て説明する．

トラスの節点変位の自由度を 𝑑 とおき，節点変位およ

び外力を 𝒖 ∈ R𝑑 および 𝒇 ∈ R𝑑 で表す．また，トラスの
部材数を 𝑚とおき，部材に生じるひずみおよび応力を並

べたベクトルを 𝜺 ∈ R𝑚 および 𝝈 ∈ R𝑚 で表す．このと
き，適合条件および釣合い条件は

𝜺 = 𝐿𝒖, (1)

𝑁𝝈 = 𝒇 (2)

の形で書ける．ただし，𝐿 ∈ R𝑚×𝑑 および 𝑁 ∈ R𝑑×𝑚 は定
行列である．

応 力 と ひ ず み の 組 の デ ー タ と し て ，点

(𝜀1, 𝜎̌1), . . . , (𝜀𝑟 , 𝜎̌𝑟 ) が与えられているとする．提
案手法では，これらのデータ点を含むような 2本の直線

で囲まれた集合

𝐶 (𝜏) = {(𝜀, 𝜎) ∈ R × R | |𝛼𝜀 + 𝛽𝜎 − 𝛾 | ≤ 𝜏}

を考える．ここで，𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ Rおよび 𝜏 > 0はパラメー

タである．ただし，𝐶 (𝜏) は，𝑟 個すべてのデータ点を含

むのではなく，以下の意味での確信度を保証するのに十

分な数だけのデータ点を含むように定めるものとする．

関数 𝑡 : R2 → Rを

𝑡 (𝜀, 𝜎) = |𝛼𝜀 + 𝛽𝜎 − 𝛾 |

で定める．構成則が確率論的な不確かさをもつと考える

と，𝑡 (𝜀, 𝜎) も確率変数とみなせる．その累積分布関数を
𝐹𝑇 で表し，𝐹𝑇 は未知であるとする．いま，構造物の応

答量 𝑞(𝒖,𝝈) に着目してその範囲 [𝑞, 𝑞] を求めたいとす
ると，𝑞(𝒖,𝝈) も確率変数であるから条件

P{𝑞(𝒖,𝝈) ∈ [𝑞, 𝑞]} ≥ 1 − 𝜖 (3)

を考える．ここで，1 − 𝜖 ∈ (0, 1) は信頼性最適設計にお
ける信頼性の目標値（指定値）にあたる．さらに，𝐹𝑇 も

未知（不確か）であることを考慮すると (3)の左辺も確率

変数とみなせるため，次の条件を満たす 𝑞 および 𝑞 を求

めることが目標となる：

P𝐹𝑇

{
P{𝑞(𝒖,𝝈) ∈ [𝑞, 𝑞]} ≥ 1 − 𝜖

}
≥ 1 − 𝛿. (4)

ここで，1 − 𝛿 ∈ (0, 1) は信頼性最適設計における確信度
の目標値（指定値）に相当する8,10,11,22)．

ここで，データ点を条件 𝑡 (𝜀 (1) , 𝜎̌(1) ) < · · · <

𝑡 (𝜀 (𝑟 ) , 𝜎̌(𝑟 ) ) が成り立つように並べ替えると，これは
𝑡 (𝜀1, 𝜎̌1), . . . , 𝑡 (𝜀𝑟 , 𝜎̌𝑟 )の順序統計量にあたる．いま，条件

𝑟∑
𝑘=𝑝

(
𝑟

𝑘

)
(1 − 𝜖)𝑘𝜖𝑟−𝑘 ≤ 𝛿

を満たす最小の自然数 𝑝 を 𝑝 とおき 𝐶 (𝜏) が 𝑝 個のデー

タ点 (𝜀 (1) , 𝜎̌(1) ), . . . , (𝜀 ( 𝑝̃) , 𝜎̌( 𝑝̃) )を含むように 𝜏の値を定

めれば，順序統計量の基本的な性質から条件

P𝐹𝑇

{
P{(𝜀, 𝜎) ∈ 𝐶 (𝜏)} ≥ 1 − 𝜖

}
≥ 1 − 𝛿

が成り立つ16)．したがって，条件 (4) を（十分条件とし

て）満たす 𝑞 は，次の線形計画問題の最適値として得ら

れる：

Minimize 𝑞(𝒖,𝝈)

subject to (1), (2),

(𝜀𝑒, 𝜎𝑒) ∈ 𝐶 (𝜏), 𝑒 = 1, . . . , 𝑚.

また，𝑞を求めるには，同じ目的関数を最大化する線形計

画問題を解けばよい．

3. 例題

提案手法を，図 1に示す片持ち梁の静的な釣合い解析

に適用する．弾性体の大きさは 180 mm× 60 mmで厚さは

5 mmとし，平面応力状態を仮定して 60 × 20個の均一な

4節点の 4辺形有限要素に分割した．

応力・ひずみ関係のデータ集合は，次のように作成し

た．まず，図 2aのように 150点のひずみをランダムに生

図 1. 例題で扱う弾性構造物（平面応力問題）
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図 2. データ集合．(a) ひずみのデータ，(b) 応力のデータ，
(c)等価ひずみと等価応力の関係

成する．次に，Young率を 2.5 GPa，Poisson比を 0.3とし

てこれらの値に適当なノイズをのせて，それぞれのひず

みに対応する応力を求める（図 2b）．このとき，等価応

力と等価ひずみの関係として図 2cが得られる．

応答値として，(1)の右下の節点の鉛直方向の変位に着

目する．𝜖 = 0.1, 𝛿 = 0.1とおいたとき，提案手法で得ら

れる応答値の上下界値を図 3に示す．ただし，参照解は，

データのYoung率と Poisson比の平均値である 2.5011 GPa

および 0.29979 を用いた通常の有限要素解析の結果であ

る．図 4は，信頼性 1 − 𝜖 および確信度 1 − 𝛿をそれぞれ

変化させたときの上下界値の変化のようすを示している．
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図 3. 節点変位の上界値，参照解，下界値
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図 4. 節点変位の上下界値の変化．(a) 𝜖 = 0.1を固定して 𝛿
を変化させたとき，(b) 𝛿 = 0.1を固定して 𝜖 を変化させた
とき

4. おわりに

弾性構造物の静的な釣合い解析において，材料の応力

とひずみの組のデータから，構造物の応答量の上下界値

を求める最適化手法を提案した．順序統計量の基本的な

性質を利用することで，応答量が得られた範囲におさま

る信頼性に対する確信度を保証することができる．

提案手法は，材料の構成則が線形弾性に近いことを前

提としている．非線形弾性のデータに提案手法を適用す

ると，上下界値として保守的すぎる値が得られる．非線
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形弾性のデータに対して提案手法を拡張することは，今

後の課題である．
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