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1. はじめに
空間構造の一種であるシェル構造は，曲率を持った薄

肉構造が面外荷重を面内力として伝達する特性を利用し
て効率的に大空間を可能とする構造形式である．力学的
性能に優れたシェル構造の形状を経験則や勘によって決
定することは困難であるため，設計の初期段階で力学的
性能に優れた曲面形状を導く形状最適化手法が先行研究
において数多く提案されている 1) ．それらの研究の多く
は，比較的計算負荷の低い線形弾性範囲内の力学的性能
を考慮した形態創生が行われているが，扁平なシェル構
造は僅かな座屈前変形でも面外力と面内力の釣合状態が
大きく変化することや材料降伏の影響などから座屈荷重
が大きく変動するため，非線形力学特性を考慮した形態
創生の実施が望まれる．しかし，その力学特性を考慮し
た解析には荷重や変位を漸増させて接線剛性行列を逐次
更新する釣合経路解析を要するため，構造最適化の際に
繰返し参照される目的関数として扱うには計算負荷の観
点から現実的でない．
一方で機械学習を用いて構造最適化に要する計算時間

や計算負荷の低減を図った研究が近年盛んに行われてい
る 2) ．筆者らは既報 3) において，教師あり学習を用いて
単層ラチスシェルの幾何学的非線形性に関する目的関数
の予測モデルを構築し，十分な数の教師データを与えれ
ば高い精度で当該目的関数の予測が可能であることを報
告した．本研究では，材料非線形性に関する予測モデル
の構築を行い，当該予測モデルを使用したラチスシェル
の形状最適化を実施する．また，既報 3) で構築した幾何
学的非線形性に関する目的関数の予測モデルと材料非線
形性に関する予測モデルを併用した形状最適化も行うこ
とでより複雑な非線形力学特性を考慮したラチスシェル
の形状最適化の計算負荷低減を図る．

2. 材料非線形性の考慮
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図 1 材料非線形解析の概要

本研究では，材料非線形性に関する目的関数であり，
機械学習の予測の対象とする力学的性能として塑性ひず
みエネルギー E を考慮する．本研究でいう塑性ひずみ
エネルギー E は材料非線形解析を行ったときの最大荷
重係数到達時の全節点変位ベクトル U における荷重係
数-変位曲線の面積と定義し，図 1(a) 中の青色で示す枠
内の部分に該当する．材料非線形解析には Opensees4) を
使用し，各部材の材端にはファイバーモデルの弾塑性要
素を”forceBeamColumn”により配置する．本稿での部材
断面は鋼管に限定し，片端部につき鋼管を円周方向およ
び材軸方向に 10分割し，積分点を設ける．また，ファイ
バー要素の応力-ひずみ関係は降伏応力 σy を 235N/mm2

とし，二次勾配をほぼゼロに等しい値とする図 1(b)に示
すバイリニアの復元力特性とする．なお，部材中央に中
間節点を設けることによる個材座屈の考慮はここでは取
り扱わない．
本研究では，節点変位増分ベクトル dU と外力増分ベ

クトルの係数 dλを釣合経路のパラメータとする弧長増
分法を解析に用いる．経路長の増分を dlとすると，未知
量 dU，dλは式 (1)により求められる．
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dU⊤dU + dλ2 = dl2 (1)

経路長の増分 dlを 0.01，最大ステップ数を 1000とし，
収束計算には修正 Newton-Raphson法を用いる．経路長
の増分 dlを最大ステップ数へ到達するまで漸増させ，降
伏応力 σy へ達した部材の要素剛性マトリクスを逐次降
伏後のマトリクスへ入れ替えることで材料の塑性化を考
慮する．

3. Bスプライン曲面によるラチスシェルの形状表現
本研究では格子グリッドで構成される単層ラチスシェ

ルを解析対象とし，その形状表現を少数の変数で取り扱
うため，その節点座標は (I + 1) × (J + 1)の制御ネットを
有する B スプライン曲面により離散化する．各制御点
の x 座標，y 座標，z 座標を並べたベクトルをそれぞれ
qx，qy，qz とおくと式 (2)のように表せる．

qx =
(
qx,00 · · · qx,0J · · · qx,I0 · · · qx,IJ

)⊤
(2a)

qy =
(
qy,00 · · · qy,0J · · · qy,I0 · · · qy,IJ

)⊤
(2b)

qz =
(
qz,00 · · · qz,0J · · · qz,I0 · · · qz,IJ

)⊤
(2c)

また，節点数を n，要素数を mとすると，節点座標ベ
クトル rは式 (3)のようになる. このとき，節点座標は式
(4)のように離散化される.

r =
(
x y z

)
(3a)

x =
(
x1 · · · xn

)⊤
(3b)

y =
(
y1 · · · yn

)⊤
(3c)

z =
(
z1 · · · zn

)⊤
(3d)

xk =

I∑
i=0

J∑
j=0

qx,i jBi,N(uk)B j,M(vk) (k = 1, · · · , n) (4a)

yk =

I∑
i=0

J∑
j=0

qy,i jBi,N(uk)B j,M(vk) (k = 1, · · · , n) (4b)

zk =

I∑
i=0

J∑
j=0

qz,i jBi,N(uk)B j,M(vk) (k = 1, · · · , n) (4c)

ここで
(
uk vk

)
は k番目の節点の節点座標に対応したパ

ラメータであり，Bi,N(u)は u方向の N 次の Bスプライ
ン基底関数，B j,M(v)は v方向の M 次の Bスプライン基
底関数を表す．

4. 機械学習の概要
本研究では，教師あり学習の手法の一つであるニュー

ラルネットワーク回帰を用いて，入力層へ制御点 z 座
標ベクトル qz を入力し，出力層で塑性ひずみエネル
ギー E の予測値 Ep を算出する予測モデルの構築を行
う．ニューラルネットワークは図 2 に示す微分可能な
変換を繋げて作られた計算グラフであり，入力層，中間

Input layer Middle layer Output layerMiddle layer

trueprediction

図 2 ニューラルネットワークの概要図

層，出力層から構成される．入力と出力の関係が非線形
である場合は中間層のノード内で出力ベクトルから入
力ベクトルへの変換を行う必要があり，この変換には
正規化線形関数 ReLU と呼ばれる活性化関数を用いる．
ニューラルネットワークの構築には，Python で書かれ
た，TensorFlow上で実行可能な高水準のニューラルネッ
トワークライブラリである Keras5) を用い，最適化アル
ゴリズムには Adam6) を使用する．損失関数は平均二乗
誤差 MSEとし，正解値 Et に対する予測値 Ep の差を最
小化する最適なパラメータ行列W を決定する．

5. 数値解析例—形状最適化—
5.1. 解析対象物
本研究では，図 3に示す 12 × 12の格子グリッドで構

成される裁断球殻シェルを解析対象物として考慮する．
図 3下部には初期形状の各種力学的性能も併せて示して
いる．なお，各記号の凡例は 5.3.節を参照されたい．ス
パンは 40m×40m，ライズは最大 10.0m であり，境界条

40.0m40.0m

10.0m

40.0m40.0m

⃝はピン支持を示す
f = 62.57[kNm]，E = 307.96[kNm]，V̄ = 26.72[m3]

図 3 初期形状と初期制御点の平面図と鳥瞰図
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件は図中の〇で示すシェルの四隅をピン支持とする．形
状は N = M = 3 次の B スプライン曲面によって離散
化し，制御点は 6 × 6(I = J = 5) の格子状に配置する．
外力は部材の自重として 77kN/m3 を，積載荷重として
1.0kN/m2 を屋根面の負担面積に応じてシェルの各節点
へ鉛直下向きに作用させる．ただし，材料非線形解析の
増分外力には活荷重である積載荷重のみを考慮する．使
用部材は ϕ267.4 × 6.0の鋼管で統一し，材料特性は鋼管
の一般値としてヤング率は 2.05 × 105N/mm2，ポアソン
比は 0.3とし，接合部は剛接合と考慮する．また，本解
析対象物は対称性を考慮しており，1/4 領域の制御点 z

座標ベクトル qz を設計変数とし，その他の qz は対称性
から従属的に決定するものとする．

5.2. 予測モデルの構築
教師あり学習を行うにあたって，まずは図 3の解析対

象物における制御点 z座標ベクトル qz を 1/4対称性を保
たせたまま，制御点 z座標ベクトルの下限値 qmin

z から上
限値 qmax

z の範囲でランダムに変更する．ここでの qmin
z ，

qmax
z はそれぞれ −5m，20mとする．本研究では，制御点

z座標ベクトル qz をランダムに変更した形状に対して，
材料非線形解析を行ったビッグデータを 40, 000 個作成
し，教師データ 32, 000個，検証データ 4, 000個，テスト
データ 4, 000個へ分割する．学習時におけるハイパーパ
ラメータを中間層数 5層，バッチサイズ 64，エポック数
100 とし，学習履歴における平均絶対誤差 MAE の収束
率とテストデータに対する予測精度から，予測モデルを
評価する．ここでいう予測精度とは，正解値 Et と予測
値 Ep の比率が 0.9 ≤ Et/Ep ≤ 1.1の範囲に収まっている
割合のことを指す．
機械学習の結果を図 4 へ示す．図 4(a) より，エポッ

ク数ごとにおける MAEおよび検証 MAEは小刻みに振

0 20 40 60 80 100
Number of epochs

20

40

60

80

100

M
ea

n 
ab

so
lu

te
 e

rr
or

 M
A

E

Training data
Validation data

0 1000 2000 3000 4000
The number of test models

0.00

0.25

0.50

0.75

1.00

1.25

1.50

1.75

2.00

λ
t /
λ
p

0.9<=E t/E p<=1.1 :64.23%

(a)学習履歴 (b)予測精度を示す図
図 4 機械学習の結果

Et/Ep = 0.21 Et/Ep = 4.46
図 5 テストデータ内で Et/Ep の比率が極端な代表的な形状

動しながら，学習過程で急激な発散等を起こすことなく
MAEは 19.0程度，検証MAEは 25.0程度へ収束してい
る．図 4(b)より，テストデータの構成は正解値 Et に対
して昇順としており，その予測精度は 0.9 ≤ Et/Ep ≤ 1.1
の範囲で 64.23 ％であり半数以上の Et/Ep が 1.0 へ収
束している傾向，正解値 Et の値が低い形状に対しては
Et/Ep の比率の発散が大きくなっている傾向があると考
える．
図 4(b)において，Et/Ep の比率が最も大きい形状と小

さい形状をそれぞれ図 5へ示す．これらは，テストデー
タ内では比較的正解値 Et の値が低い形状に該当する．

5.3. 形状最適化

minimize
qz

{
−Ep

f

subject to


V ≤ V
qmin

z ≤ qz ≤ qmax
z

0.0 ≤ zmin

(5)

minimize
qz


−Ep

−λp

f

subject to


V ≤ V
qmin

z ≤ qz ≤ qmax
z

0.0 ≤ zmin

(6)

Ep : 塑性ひずみエネルギーの予測値
λp : 非線形座屈荷重係数の予測値 3)

f : 線形弾性ひずみエネルギー
qz : 制御点 z座標ベクトル

qmax
z : qz の上限値

qmin
z : qz の下限値
V : ラチスシェルの総体積
V : ラチスシェルの総体積の上限値

zmin : 最小の z軸節点座標

本研究では，塑性ひずみエネルギーの予測値 Ep と線
形弾性ひずみエネルギー f を目的関数とした式 (5)，既
報 3)と同様の手法で構築した幾何学的非線形性に関する
力学的性能である非線形座屈荷重係数の予測値 λp をさ
らに目的関数として加えた式 (6)の 2種類の多目的形状
最適化問題を発見的最適化手法ソルバー MIDACO7) を
用いて 12 時間解析を行うことで解く．非線形座屈荷重
係数の予測値 λp は幾何学的非線形解析を行ったときの
ラチスシェルのスパン ×1/10までの変形領域における最
大荷重係数値であり，5.2.節で説明した 0.9 ≤ λt/λp ≤ 1.1
の割合による評価方法で約 90 ％以上の精度が確保でき
ることを確認している．制約条件として，初期形状の総
体積 V を最適化時の総体積の上限値 V として考慮し，ラ
イズが極端に低いもしくは高い形状を避けるため，制御
点 z座標ベクトルの下限値 qz

min，上限値 qz
max,はそれぞ
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図 6 最適化問題 (5)のパレートフロント

f = 155.33[kNm]
Et = 536.32[kNm]
Ep = 543.56[kNm]

Et/Ep = 0.98

(a)塑性ひずみエネルギーの真の値 Et が最大の形状

f = 47.91[kNm]
Et = 266.12[kNm]
Ep = 258.34[kNm]

Et/Ep = 1.03

(b)線形弾性ひずみエネルギー f が最小の形状
図 7 最適化問題 (5)で得られた代表的な解形状

れ −5.0m，20.0mとする．最適化時の塑性ひずみエネル
ギーの予測値 Ep および非線形座屈荷重係数の予測値 λp

は機械学習による予測，線形弾性ひずみエネルギー f は
Opensees4) による線形弾性解析により算出する．
最適化問題 (5) および (6) の形状最適化の結果を図 6

および図 8に示す．また，これらの最適化問題で得られ
た代表的な形状を図 7 および図 9 へ示す．図 6 および
図 8には，パレートフロント上の Ep へ対し，材料非線
形解析を実施して算出した真の値 Et も併せて示してい
る．図 6でのパレートフロント上の Et/Ep の比率は全て
0.9 から 1.1 の範囲内に収まっていることから予測モデ
ルが精度良く予測可能な範囲内で当該目的関数は最大化
されていると考える．図 8 では λp の値の高い形状に対
して Et/Ep の比率が大きくなっている傾向があり，最大
で 1.46 程度となっている．教師データを増やすなどし
て多様な形状に対する予測精度が向上すると，図 6およ
び図 8に示すパレートフロントは変化する可能性がある
と考える．本予測モデルは図 7(a) に示すようなシェル
中央部が凹となっている形状を塑性ひずみエネルギー E

の値が高い形状であると評価する傾向があると考える．
6. 結論
本研究では，構造最適化時に計算負荷の高い非線形解

析により算出される目的関数を機械学習による予測へ代
替する手法を提案した．予測精度は教師データの数と予
測させる目的関数の設定方法に依存する傾向があるが，
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図 8 最適化問題 (6)のパレートフロント

f = 135.38[kNm]
Et = 547.74[kNm]
Ep = 451.52[kNm]

Et/Ep = 1.21

(a)塑性ひずみエネルギーの真の値 Et が最大の形状

f = 53.69[kNm]
Et = 272.69[kNm]
Ep = 242.88[kNm]

Et/Ep = 1.12

(b)非線形座屈荷重係数の予測値 λp が最大の形状
図 9 最適化問題 (6)で得られた代表的な解形状

当該予測モデルを用いた形状最適化を実施すれば非線形
力学特性を考慮した構造最適化に要する計算負荷低減へ
寄与できると考える．ただし，得られる形状は予測モデ
ルが精度良く予測できる範囲内におけるものである可能
性に留意する必要がある．
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